Le concours ECRICOME PREPA est une marque déposée. Toute reproduction du sujet est interdite. Copyright ©ECRICOME - Tous droits réservés

® creove

CONCOURS D’ADMISSION 2017

Mathématiques

Option Technologique

® Mercredi 12 avril 2017 de 8h00 a 12h00

Durée : 4 heures

Candidats bénéficiant de la mesure « Tiers-temps » :
8h00 - 13h20

Lénonce comporte 4 pages.

CONSIGNES
Aucun document n’est permis, aucun instrument de calcul n’est autorisé.
Conformément au réglement du concours, 'usage d’appareils communiquants ou connectés est formellement interdit durant I'épreuve.

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence les principaux résultats, a respecter les notations de
I’énoncé et a donner des démonstrations complétes — mais bréves — de leurs affirmations.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Ce document est la propriété d’ECRICOME, le candidat est autorisé a le conserver a I'issue de I’épreuve.

Tournez la page s.v.p.



ECRICOME

EXERCICE 1

. ) ) Partie I : calcul matriciel
On considere les matrices suivantes :

120 1 1 2 1 1 1
M=(131}), pr=l2 90 1|, o= 9 -9 3
30 4 3 -1 -3 —2 4 -2

1. Calculer PQ.
En déduire que P est inversible et préciser la matrice P!,

1 1 2
2. Montrer que | 2 |, 0 et 1 sont trois vecteurs propres de M, et préciser a quelles
3 —1 -3

valeurs propres ils sont associés.

1
3. En déduire une matrice diagonale D (a préciser) telle que M = EPDQ.

4. Etablir que pour tout entier naturel n, on a :
1
M"™ = EPD”Q.

5. Justifier que la premiere colonne de la matrice M™ est :

1 57 _ 2n+2 + 9
G 2(5" — 2m)
3(5" 4+ 27H) — 9

Partie II : étude de ’entrainement d’un athléte au triathlon

Les trois sports du triathlon sont : la natation, le cyclisme et la course a pied.
Un athlete décide de pratiquer un sport par jour pour s’entrainer au triathlon. Il commence son entrai-
nement par la natation, au jour 0.
Son entrainement obéit ensuite aux regles suivantes (valables pour tout entier naturel n) :
e si I'athlete a pratiqué la natation le jour n, alors il pratiquera au jour n+1 :
— la natation avec probabilité 1/5
— le cyclisme avec probabilité 1/5
— la course a pied avec probabilité 3/5
e si 'athlete a pratiqué le cyclisme le jour n, alors il pratiquera au jour n + 1 :
— la natation avec probabilité 2/5
— le cyclisme avec probabilité 3/5
e si 'athlete a pratiqué la course a pied le jour n, alors il pratiquera au jour n + 1 :
— le cyclisme avec probabilité 1/5
— la course a pied avec probabilité 4/5
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Pour tout entier naturel n, on désigne par :
o A, I'événement « I'athlete s’entraine a la natation le jour n » et par a, la probabilité de A,,.
e B, I'événement « ’athlete s’entraine au cyclisme le jour n » et par b, la probabilité de B,.
e (U, I'événement « l'athlete s’entraine a la course a pied le jour n » et par ¢, la probabilité de C,.
1. Que valent ag, by, co, a1, by et ¢ 7
2. A Taide de la formule des probabilités totales, montrer que pour tout entier naturel n on a :
1 2
Opi1 = gan + gbn-
Exprimer de méme les probabilités b, 1 et ¢, 1 en fonction des probabilités a,,, b, et c,.

3. Déterminer alors la matrice A telle que, pour tout entier naturel n :

An41 Qnp,
bn+1 =A bn
Cnt1 Cn

et exprimer A en fonction de la matrice M de la partie I.

4. Etablir que pour tout entier naturel n:

an 1 1
b, | = —M "1 0
Ch, 0 0

5. En déduire alors 'expression de a,, b, et ¢, en fonction de n pour tout entier naturel n.

6. Déterminer les limites des suites (ay,), (b,) et (cy).

EXERCICE 2

Partie I : tirages dans une urne

Une urne U contient 1 boule noire et 3 boules blanches indiscernables au toucher.

1. On procede a 400 tirages successifs avec remise d'une boule dans . On appelle X la variable
aléatoire égale au nombre de fois ou la boule noire a été piochée.

(a) Quelle est la loi de X 7
On précisera X (Q) et P(X = k) pour tout k € X ().

(b) Donner la valeur de I'espérance de X notée E(X) et vérifier que la variance de X, notée V(X)
est égale a 75.

2. On procede cette fois-ci dans U a une suite de tirages avec remise d'une boule jusqu’a obtenir la
boule noire. On appelle Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

(a) Quelle est la loi de Y7
On précisera Y (2) et P(Y = k) pour tout k € Y (Q).

(b) Donner la valeur de E(Y') et vérifier que V(Y') = 12.

3. Cette fois-ci, on pioche dans I'urne U successivement et sans remise les quatre boules. On note 7
le numéro du tirage auquel est apparue la boule noire.

(a) Quelle est la loi de Z 7 On précisera Z(2) et P(Z = k) pour tout k € Z(Q).
(b) Donner les valeurs de E(Z) et de V(Z).

Tournez la page s.v.p.
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Partie II : tirages dans une urne choisie au hasard

L’urne U contient toujours 1 boule noire et 3 boules blanches indiscernables au toucher. L’urne V contient
2 boules noires et 2 boules blanches indiscernables au toucher.

On lance une piece équilibrée. Si elle retombe sur le coté Pile, on tire deux boules successivement et avec
remise dans U, et si on obtient Face, on tire deux boules successivement et avec remise dans V.

On note T la variable aléatoire égale au nombre de fois ot I’on a pioché une boule noire.

1.

2.
3.

Que vaut T(Q) 7

7
Donner la loi de T'. On vérifiera que P(T'=1) = 16

Calculer E(T). La variable aléatoire T" suit-elle une loi binomiale 7

Sachant que I’événement [T" = 1] est réalisé, est-il plus probable d’avoir obtenu Pile ou d’avoir
obtenu Face avec la piece ?

On rappelle qu’en langage Scilab l'instruction grand(1,1,"uin",n1,n2) renvoie un entier au
hasard et uniformément compris entre n1 et n2. Compléter, sur votre copie, le programme Scilab
suivant afin qu’il affiche une simulation de la variable aléatoire 1.

T = .........
grand (1,1, ,1,2) == 1 then
k=1 : 2
grand (1,1, ,1,4)<2 then
T = T+1
end
end
end
disp (T, )
EXERCICE 3

Partie I : étude d’une fonction

Soit f la fonction définie par :

f(z) = 4ln§x).

X

1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f.

2. Résoudre l'inégalité f(x) > 0 d’inconnue z > 0.

3. Calculer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats.
z—0 T—+00

4. Etudier les variations de f et préciser les extrema de f.

Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative Cy de f au point d’abscisse 1.
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6. Tracer dans un repere orthonormé la tangente a Cy au point d’abscisse 1, ainsi que la courbe Cy.

4
On prendra : 3 ~ 1,4 et o ~ 0,5.
e

Partie II : étude d’une variable aléatoire a densité

1. Montrer a 'aide d’une intégration par parties que pour tout réel A supérieur ou égal a 1 :

A
4In(z) 1 2In(A)
/1 R TR

2. Soit h la fonction définie sur R par :

flx) sizx>1,
0 six < 1.

Ve eR, h(x)= {
Montrer que h est une densité de probabilité.

3. On considere dans la suite de cet exercice une variable aléatoire X dont A est une densité.
(a) Calculer la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X

(b) Compléter sur votre copie les lignes 3 a 5 du programme Scilab suivant pour que la fonction F
prenne en entrée un réel z et calcule la valeur de F'(x).

|function calcul=F(x)
2 x < 1 then

6 end
7lendfunction

0 i=1:300, a(i)=-2+7*i/300; b(i)=F(a(i));
10| end
11p10t(a,b)

(¢) Qu'obtient-on lors de I'exécution des lignes 9 a 11 du programme précédent ?
4. Montrer que pour tout réel A supérieur ou égal a 1, on a :

A 4 4In(A)
/1 xh(m)dx—él—z— Y

En déduire que X admet une espérance et calculer cette derniere.
5. La variable aléatoire X admet-elle une variance ?
6. Montrer que pour tout réel A strictement supérieur a 1 :

1+ 21In(24)

Pixsa(X >24) = T+8m(A)’

puis calculer lim (P[X>A] (X > 2A)).

A—+o0

-5-
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B ESPRIT GENERAL

Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblementégale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I'énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais bréves) de leursaffirmations.
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CORRIGE

EXERCICE 1

(b3 1)(

Ainsi, P est inversible et P~! =

Partie I : calcul matriciel
6 0 0 1
—Q 3 = 0 6 0 =613=-P><(EQ)=IE
-2 4 00 6
1
E

1

2
2. o En notant X = 2 |ona:X1|7é'DetM'Xl= 10 | =5X,.
3 15

Alnsi, Xy est un vecteur propre de M pour la valeur propre 5.

1 1
-Ennota.nth=( 0 )1cna:Xg%UetﬂfX-2=( ] )=X2.
-1 -1
Alnsi, X2 est un vecteur propre de M pour la valeur propre 1.
2 4
lEnnot:LntX3=( 1 )1ona:.?{3%[]etﬂf.x3=( 2 )=2X3.
-3 —6

Ainsi, X3 est un vecteur propre de M pour la valeur propre 2.

3. La matrice M étant de taille 3 avec 3 valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. La matrice PP
comportant dans ses trois colonnes trois vecteurs propres associés i des valeurs propres distinctes, en

a0 2

meéme ordre, on a done :

5 00
notant [ = ( 010 ) la matrice diagonale comportant les valeurs propres correspondantes dans le

M =PDP'=PD (%Q) - %PDQ

1
4. Notons pour tout n € M, P(n): « M" = EPD“Q .
1
o Pour n =0, on a M" = I3 et également EPD'DQ = PIP~! = [, ainsi, P(0) est bien vraie.

e Soit n = [} fixé. Supposons que pour cet entier i, on ait P(n) vraie. Alors :
n+1 m 1 T 1 1 n 1 1 i1
M =M™ x M = EPD Q F‘DQ —F‘D EQP De) = EPD )

et amsi, P(n + 1) est vrale.
o Par récurrence, pour tout entier n = 0 la propriété P(n) est vrale.

5 0 a0 0
5. La matrice I étant diagonale, on sait que : Vne M, D"=| 0 1 = o0 1 0 |.
o0 a o

0
0
2
1
Caleuler la premiére colonne de M™ revient 4 multiplier a droite par ( 1] ) En écrivant donc le produit,
]
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et en caleulant successivement de droite 4 gauche les produits de matrices

1 1(1 1 2 00 1 1 1

Mﬂ(0)=§ 20 1)(0 1 D)(Q -9 3)(

0 V3 -1 -3 g o0 2 -2 4 -2
1(1 1 2)(5"0 1})(1)
==} 2 0 1 0 1 0 g
5\3 -1 -3 0o o 2= -2

f1 12 5m L -2iag
=2 0 1 0 |-z 26"-27
\3 -1 3/ \ 2t (5" +271) — 9

Partie II : étude de 'entrainement dun athléte au triathlon

1. L’athléte démarrant son entrainement par la natation au jour 0, on a donc ag = 1, bg =0, ey = 0.
Suivant les régles de Pentrainement, au jour 1, on a alors ay = 1/5, by = 1/5, ¢y = 3/5.

2. Soit n € M fixé. La famille (Ag, Bn, Cy) forme un systéme complet d’événements, et avee la formule des
probabilités totales :

Gptl1 = P{AMIJ = PI:A,-_\FI An+l.]' +P{Buﬂfln+1:| +P{Cnr-| An+l.]'
= P(An) Py, (Ant1) + P(Bn) Py, (Ans1) + P(Cn) P, (Ansr)
1 2

=§an+§ﬁn+ﬂxcn

De méme, on caleule P{Byq) et P(Chyq) :

1 3 1
byi1 = P(Ap) Py, (Bryi) + P(By) P, (Bniy) + P(CR) Poy (Bny) = Fon + g'bn + £6n
et 3 4
ent1 = P(An)Pan(Cos1) + P(Bn) Pro(Cas1) + P(Ca) Py (Catt) = gan +0 X b+ zen
3. On a done :

i1 Lag+ 2by +0 5 e 1/5 2/5 0 an
s | = | daatdmtden | ={1/5 35 15 || b
Cnt1 Lan + 0% by + 2en 35 0 4/5 Cn

g
1/5 2/5 0 1 L agn
En notant A= | 1/5 3/5 1/5 =gl1:f,onadunc bien:WYrel | byyr | =A| b |.
3/5 0 4f5 Catt n

an
4. Notons pour tout n € M, ¥, = ( Bn )

n

1 1
. Pourn=[],0nahien}’u=(EI)=£EM”:'(U)_
0 0

e Soit n = 0 fixé, Supposons que pour cet entier i, on alt montré que : Y, = BErM'“(

1 1 ! 1 L
Yo =AY, = (M) =M"| 0 | = M™ o
5 ) 5n o gr+l o

(= =]

) Alors @
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1
s Par récurrence, on a done bien que : Vo € M, ¥, = sinM'" ( 0 )
0

1
5. Comme M™ ( ] ) correspond i la premiére colonne de M™, on a d'apres 1.5 :

0
iy 1 gn —ant? 4 g
by | = = 2(5™ — 2™ .
£n : KT L Ry

On en déduit done que :
_5"—2“+2+9_1 2 fayT g IR
w=—gxs -5 3(35) *°\5) "
n

2(5" -2 1 2
= =§‘2(§) '-
_3{5“+2“+l}—9_1+(2)n 3(1)n
6 x 57 2 \5 205/ °
1" p AN
6. Comme —1 < 1/5 < let -1 < 2/5 < 1, ona lm (—) =0 et lim (—) = (0. Un en dédumt
n—+oo \ 5 n—+toa 4 5

finalement que :

1 1
hm ap, == lim ==
n—4oo " 67 n—)+mbﬂ i i— o0

EXERCICE 2
Partie I : tirages dans une urne

1.(a) On reconnait icl une épreuve succes/échec qui se répete dans des conditions identiques et indé-
pendantes, la probabilité du succés étant a chagque épreuve de 1/4 (un succes étant de tirer la
boule noire). La variable X comptant le nombre de succes sur les 400 épreuves sumt donc une

loi binomiale 5 (401} %)

On a done X(€) = [0,400] et : ¥k € X(2), P(X =k) = (420) G)k (g)m_k,
1 3

(b} L'espérance de X est alors 400 x i = 100 et la variance est 400 x 1 b 1~ T5.

ot

2, (a) On est toujours dans le cadre d'une répétition d’épreuves succes/échec identiques et indépendantes,
la probabilité du succés étant a chaque épreuve de 1/4 (un succés étant de tirer la boule noire). La

variable ¥ déterminant le rang d’apparition du premier suceeés suit done une lol géométrique G (1) .

k—1
Onadone Y{(Q)=M*et:VEcW* PY=E§ = (%) (i)

1 3
ib) L'espérance de ¥ est alors + = 4 et la variance est i_} =12.
1 (7)
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3. (a) 51 on tire les boules sans remise, £ ne peut prendre que les valeurs 1,2, 3,4 :

[2(2) = {1.2,3,4}]

Notonrs By (respectivement Np) « le k-ieme tirage donne une boule blanche (resp. noire) =».

o P(Z=1)=P[Ny) = %

3 1 1
o P(Z=2) = P(BinNo) = P(B))Py,(No) = 3 x 5= 1
3 2 1 1
e P(Z=3) = P(BiNBy"\Ns) = P(By)Pa, (Bo) P (Na) = X 3 % 5 = 5

¢ et nécessairement P2 =4)=1-P(Z=1)-P(Z=2)-P(Z=3)=
Ainsi Z suit une loi uniforme sur 'ensemble {1,2,3,4}.

2_
(b) L'espérance de & est donc 1+4 = 5 et la variance est £ = E

2 2 12 4

1
T

Partie II : tirages dans une urne choisie au hasard

1. Sur les deux tirages effectués on peut avoir tiré (), 1 ou 2 fois la houle noire. Ainst T(0) = {0,1,2}.

2. Notons F I'événement « la pitce donne Face set F I'événement « la piece donne Pile ». Alors :

2 2
P(T = 0) = P(F)Py(By 1 By) + P(F)P{By 1 Ba) = = x (%) +é . (%) _ %

bz

2 2
P(T = 2) = P(F)Pr(N; N N3) + P(F)P={N, 1 Ng) = % x (%) +% X G) - 35—9

On en déduit que :

13 5 14 7
P{T=1j=1_P(T=D}_P{T=2)=1_ﬁ_ﬁ=ﬁ=ﬁ

T .,5_12_3
16 3216 47

51 7" sutvait une lod binomiale Bin, p), on aurait alors nécessairement n = 2 (vu 7)), E(T) = 2p, done

4
3. E(T)=Y_kP(T=k)=P(T =1) +2P(T = 2) =
k=0

p = = Mais alors on devrait avoir P(T = 2) = p?, ce qui n'est pas le cas ici. Done T ne snit pas une loi
binomiale.

4. Remarquons que s1 F' se réalise, alors la lol de T est binomiale de paramétres (2,1/2). On a done par

e TR CAN A AN A A N |
ra-n-(1)(3) (3) ~27572

PIE\Pp(T=1) Lixi
Br_y(F) = (;{TF{: iy ) = ‘z;g

_ 4 3
¢ d déduit que Pp_yy(F) =1- = = =.
= Onc On en me que r]"'_1]|: j 7 7

Dione :

Finalement, s1 [T" = 1] est réali=é, il est plus probable d'avoir obtenu Face avec la piece.
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if grand(i,1i,"uin",1,2) == 1 then
for k =1 : 2
if grand(i,1,"uin",1,4)<2 then
T = T+1
end
end
else
for k =1 : 2
if grand(1,1,"uin" ,1,4)<3 then

T = T+1
end
end
end
disp(T,"Une simulation de T donme :"}

cXERCICE 3

Partie I : étude d’une fonction

1. Pour tout réel z, In(x) existe si et seulement si = = 0. De plus, sur |0, +00| le dénominateur ne s’annulant

pas, f(x} a bien un sens pour tout = = (.
Df =:D, +DC|[

2. Pour tout réel = > 0, on a = = 0 donc

f[;);n<=}412iﬂ 204=In(r) 20131

3. Ona ll.ng In(z) = —cc et lu:g z* = 0, done par quotient lu:g flx) = —ox.

La courbe représentative de f admet done une asymptote verticale d’équation = = 0.

Par ailleurs, par croissances comparées, on sait que lm S22 _ g
s P P s q e T T8

La courbe représentative de f admet done une asymptote horizontale en +oo d'équation y = 0.

4. La fonction f est dérivable sur |0, +o00 et on a :

4173 — Aln(x)3s® 4271 — 3ln(x))
(%) - i

Le signe de ' dépend done du signe de 1 — 31n(x) :

Y E:D,-I-OG[,. .fFl:I:I =

l—3|.n(.£]l}U<=}3]n[z}{l:}ln{r}ﬂég}_ﬁﬁ;e“ﬂ

La fonction f est done croissante sur |0, &'/% puis décroissante sur |e!/?, +o0a[.
La fonction f admet done un maximum (global) en &3, qui vaut : f(e'/?) = e
£

La fonction f admettant —oo comme limite en 0%, elle n’est pas minorée et n’admet done pas de minimum.
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5. La tangente 4 Cy au point d’abscisse 1 admet comme équation :

y=FE-1)+fQ1), ie[y=4z 4]

[y

-1

-2 jair

Partie II : étude d'une variable aléatoire 4 densité

1. Soit A = 1. On pose :
{ u(z) = In(x) u'(z) = l
4 T,
' -2
2

Vi) =— v(z) =

On a alors en utilisant 'imtégration par parties :

Adin(z) , [ 2Wm(=)]*, fAr2Y\, -2W(4)  [-1] . 1 2k(4)
[ [ (3o R ] 20

I

2. La fonction h est continue sur B car f est continue sur [1, +co| et on a bien f(1) = 0.
La fonction h est positive sur B puisque, pour = 2 1, f(z) = 0.
De plus, en utilisant les croissances comparées :

+exa ey
h(z)dx =j; f(z)dr = lim (1 L ?hifli) -1

A—=toon AE A2

Ainsi, b est bien une densité de probahilite.
3. (a) Pour z < 1, F(z) =0.
Pour x = 1, en reprenant le calcul de la question 1,

2In(x)

T2

Fa) = [ ntoae= [ foae=1- % -
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i| function calcul=F(x)
if x < 1 then

calcul 0

caleul 1 - 1/(x"2)-2%log(x)/(x"2)

2

a

1 else
o

[ end
T

endfunction
alfor 1=1:300, a(il)=-2+T*i/300; b(i)=F(a(i));

1| end
u|pleot(a,b)

(¢} L'exécution des lignes 9 & 11 permet de tracer la fonction F sur 'intervalle [—2:3].

4, Soit A2 1. Ona: B .
4In(x)
jl- chiz)dr —/1- g dx

En faisant une intégration par parties, comme dans la question 1, en posant :

{ u(z) = 11':1{1} 1 u'(x) =%
=

v(z) = () = —
o) = —
on obtient :
A A A A
—4In(x) f 4 —4In(A) 4 4  4In(A4)
chiz)dr = | ——— —dr = ——— ——| =4-—=-
‘/1- zh(x)dz [ T 1 * = A : | A A
A
Par croissances comparées, on en déduit done que : f chir)dr — 4.
1 A—+oo
Ainsi, intégrale chiz)dr = f chiz)dr converge.
1

La variable X admet donc bien une espérance et on a :E(X) = 4.

5. Lavariable X admet une variance si et seulement si E{X?) existe, c’est-a-dire sif 2 h{x)dr converge.
1
Or,
A A A
f 2h(x)ds =f Aln(z) 4y — [Q(mx}ﬁ’-] =2(In(4))) — +4oo
1 1 I 1 A—stac
+oo
L'intégrale f 2h(zr)dzr est donc divergente, X2 n'admet pas d’espérance, et donc X n'a pas de
1
variance.

6. Pour 4 =1, ona:

Pog(X > 24) = D> AN >24)  PX>24) 1 FQ4) o+ et 142In(24)
X=A = = = = T =
=4 PX = A) P(X = A) 1— Fi(A4) Ly ZIA{A} 1+ 8m(A)

Enfin, on a :

1 In(2)
21n(A) (— = +1)
i P,y (X >24) = _lim 1+2n(2) +2In(4) . Tn(A) | In(A) =%

A=t 4+ 8In(A) T 8 (#[M ’ 1)
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RAPPORT D’EPREUVE

Commentaires généraux

Rappelons quelques falts importants :

e Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d’en comprendre la problématique et de
hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors au candidat d'aborder le sujet par les exercices (et/ou les
questions) qui lul sont les plus accessibles.

s Une cople solgnée est appréciée,

e Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentaux du cours est un prérequis indispensahble
a la résolution correcte de nombreuses questions| d'un sujet de mathématiques.

s Une rédaction correcte comportant des justifications convenables ainst que la vérification, ou au minimum
le rappel, des hypothéses nécessaires a I'application d'un théoréeme utilisé forment une part extremement
importante de la note attribuée a toute question.

s Verifier la vraisemblance et la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats proposés.

e ['aménagement des calculs et des raisonnements afin d'obtenir impérativement les résultats proposés est
fortement sanctionne.

Rappelons que les questions informatiques sont assez largement valorisées au sein du baréme de I'épreuve
et que, prés des deux tiers des candidats v répondent de fagon suffisamment satisfaisante.

Avec une moyenne de 11,19 et un écart-type de 585, cette épreuve a permis une sélection tout a fait
satisfalsante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1

Cet exercice mélant algébre et probabilités avait pour but de vérfier les acquis des candidats sur les calculs
matriciels, et sur leur application 4 'étude d'une chaine de Markov. Il a en général été assez hien abordé par
les candidats qui ont su montrer leurs savoirs-faire sur ce type d’exercice.

Partie 1

1. Le caleul de PC} est globalement satisfaisant. Il est dommage que certains candidats ne volent pas le
lien avec la matrice 1dentité. Certains candidats, meme apres avolr obtenu P} = 61 se lancent dans la
méthode du pivot de Gauss pour déterminer P~

2. On note une ameélioration par rapport & 2016 sur les notions de valeurs propres et vecteurs propres. La
méthode de caleul est connue, on attend cependant des candidats qu'ils précizent (au moins une fois)
que les vecteurs sont non nuls pour montrer qu'ils sont vecteurs propres.

3. Les candidats trouvent souvent la bonne matrice diagonale I) mais, soit ne justifient pas leur résultat, soit
le font en transformant la relation donnée M = —PD(). Trés peu d'entre eux invoquent la diagonalisation
de M et montrent le rapport avec la matrice de passage P donnée par 'énonceé.

4. Un ralsonnement par récurrence était attendu par les candidats, et la rédaction a été globalement satis-
falsante, ce qui montre une nette amélioration par rapport aux sessions précedentes. Certains candidats
maladroits initialisent avec n = 1 au lieu de n = 0.
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5. Pour le caleul de D™, on attend des candidats qu'ils précisent que I) est diagonale pour parvemr an
résultat. Certains candidats s'arretent avant de démarrer les calculs de produits matriciels. Certains
candidats passent d'une matrice 3 x 3 4 une matrice colonne sans ancune explication. De meéme, quelques
coples présentent des caleuls « arrangés », avec des erreurs de signe qui ménent quand méme au résultat
écrit dans I'énonceé. Ces coples malhonnétes sont souvent dévalorisées dans la suite de la correction, du
simple fait gqu'elles peuvent amener le correcteur a remettre en doute toute autre réponse du candidat.

Partie 11

1. Les données de I'énoncé furent généralement hien interprétées par l'ensemble des candidats afin d’obtenir
les valeurs initiales du processus, il est mutile de justifier trés longuement les résultats. Certams d’entre
eux ont tout de méme considéré une répartition umforme entre les sports pratiqués a I'instant 1.

2. Les candidats peinent & citer le bon systéme complet d'événement. On attend dans cette question une
écriture correcte en événements puls une substitution par les données de I'énoncé. Beaucoup confondent
les écritures a; et A;, traduisant une indifférence entre événements et probabilités. Les deux autres
relations sur by et oy peuvent etre données directement.

3. La question a été quasi-systématiquement réussie par les candidats ayant obtenu les relations de récur-
rence i la question précédente. Seuls certains candidats maladroits donnent pour A un vecteur colonne.

4. On attendait icl un ralsonnement par récurrence, souvent bien maitrise.

5. De nombreux candidats n’ont pas vu le lien avec la partie | et se sont arrétés a cette question. On pourra
faire remarquer aux futurs candidats que multiplier une matrice par la colonne (3 J revient a prendre

\La
la premiere colonne de la matrice.

6. On releve de nombreuses erreurs de caleul, ou des simplifications abusives dans les fractions, peu de
coples parviennent au bout des calculs. Les candidats doivent parfols prendre un peu de recul quant a
leurs réponses, les limites proposées étant parfols infinies ou supérieures a 1, alors que ay, by, o sont des
probabilités telles que a, + b, + ¢, = 1.

Exercice 2

Cet exercice de probahilités discrétes avait pour but de vérifier la bonne maitrise des différentes lois usuelles
au programme, et d'évaluer les connaissances en langage Scilab. L'exercice a révélé une connalssance du cours
trop approximative chez de nombreux candidats, les lois usuelles étant souvent confondues et les formules mal
apprises.

Partie T

1. Cette question de cours (amnsl que la suivante) sont bien valorisées dans le baréme pour favoriser les
candidats qui rédigent correctement le recours a une lol usuelle. La loi binomiale est souvent reconnue,
mais la justification peut rester approximative, par exemple sur I'indépendance des épreuves de Bernoulh.
Nous rappelons que la notation C¥ des coefficients binomiaux n'est pas an programme.

2. La loi géométrigue est également souvent reconnue, mais les valeurs de P(Y = k), espérance et variance
sont parfols erronées.

3. Cette question plus délicate a en revanche posé heaucoup de problémes aux candidats. Trés souvent, ils
ont cherché i répondre en utilisant des modeles de lois usuelles. Beaucoup n'ont pas lu attentivement
I'énoncé, considérant des tirages avec remise. Certains candidats ont eu la bonne intuition concernant
une lol uniforme 1e1. On attendait un rajsonnement prouvant cette conjecture, idéalement en apphquant
la formule des probabilités composées. La formule donnant la variance d'une loi uniforme discréte n'est
pas toujours connue.
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Partie 11

Cette partie a été momns abordée, et souvent de fagon erronée, les ralsonnements attendus étant un peun plus
fins.

La questions en Scilab, est traitée seulement par la moitié des candidats et a été souvent mal comprise, et
finalement trées peu correcte dans 'ensemble des copies. Rappelons que ce genre de question est largement
valorisé dans le baréme et ne nécessite qu'un peu d'investissement en algorithmique.

Exercice 3

Cet exercice d'analyse et probabilités avait pour but de vérifier les connaissances sur les études de fonctions,
puis d’appliquer les techniques d'intégration a I'étude d’une densité de probabilité. La partie [ a été maltraitée
par la plupart des candidats, mettant en valeur des erreurs de logique et de caleuls élémentaires. La partie I1,
fournissant les résultats a démontrer, a été mieux abordée. Nous ne pouvons qu'encourager les futurs candidats
a s'entrainer sur cet exerclce pour les sessions i venir.

Partie 1

1. La recherche de I'ensemble de définition a été plutot mal faite, montrant de certains candidats une mé-
connaissance de la fonction logarithme népénen. Certains candidats confondent la condition d'existence
de In(x) avec la condition In(x) = 0.

2. De meéme qu'a la question précédente, la fonction In est mal connue des candidats (qui pensent souvent
qu’elle est positive) et la résolution d'inégalités est un exercice difficile pour beaucoup. Peu de candidats
raisonnent en utilisant des équivalences, en Justifiant les transformations effectuées et en concluant par
I'ensemble de solutions.

3. Seuls de rares candidats parviennent a déterminer les limites correctement. Pour la limite en (), on attend
des candidats qu'ils précisent le signe du dénominateur. Pour la limite en +oo (et elle seule), on attend
des candidats qu'ils citent expliciternent qu'ils utilisent le théoréme de crolssances comparées,

4. Le caleul de la dérivée était globalement correct, mais les candidats ont peiné 4 simplhfier et factoriser
le résultat et étudier le signe de la dérivée. Beaucoup de candidats résolvent Uéquation f'(x) = 0 plutot
que de résoudre une inégalite.

5. Les candidats connalssent la méthode et la formule, mais donnent souvent une réponse imcompléte,
L'écriture seule de « f'(a)(x — a) + f(a) »n’est pas une équation de tangente.

6. Le tracé de courbe est, comme les années précédentes, une question peu abordée par les candidats, Clest
dommage car la question est en général valorisée. On attend un travail solgné, et une cohérence avec
les résultats de I'énoncé ou démontrés précédemment. Les candidats ayant du mal a tracer la courbe
auralent pu au moins tracer la tangente de la question précédente,

Partie 11

1. L'intégration par parties est bien assimilée et correctement traitée lorsque les candidats trouvent les
bonnes primitives. Au niveau de la rédaction, on attend des candidats qu'ils fassent apparaitre claire-
ment la formule d'intégration par parties et les fonctions utilisées, La principale erreur commise par les

3

candidats a été de considérer la fonction =+ r* au lien de © — —.

T

2. Cette question a été blen comprise par les candidats, connalssant systématiquement la bonne définition
d'une densité de probabilité. Plusieurs copies se contentent de citer le théoreme du cours sans chercher i
en verifier les hypothéses, et on peut regretter un mangue d’explication dans les étapes (continuité par
morceaux, relation de Chasles, convergence d'intégrales, ... ).
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3. (a) Cette question ne demandait qu'a utiliser les questions 1 et 2, les candidats ayant la bonne définition
de la fonction de répartition ont donc bien traité la question. La principale erreur était d'écrire
T

Flz) = f1 f(x)ds.

(b) La question Scilab a été encore peu correcte chez les quelques candidats qui 'abordent. St ces dermiers
ont bien compris qu'il fallait caleuler F(x), 1l s'agissait i1 d’utiliser correctement le langage infor-
matique. On attendait surtout des candidats qu'ils utilisent des caleul=... et non des F{x)=...,
et qu'ils écrivent correctement les fractions en langage informatique. Cette question simple est bien
réemunérée pour les quelques candidats qui la traitent correctement.

{e) I était attendu des candidats qu'ils repérent un traceé de courbes, en citant I'intervalle sur lequel était
étudiée la fonction.

4. Bien que l'indication ne figure pas dans 'énoncé, la plupart des candidats ayant répondu ont bien compris
qu'une intégration par parties était nécessaire. Le calcul a alors été bien traité par les candidats, avec les
mémes problémes de rédaction soulevés qu'a la question 1. Bien que souvent maladroites, les réponses
pour 'espérance ont été satisfaisantes.

5. Cette question, plus délicate, la réponse n'étant pas donnée, a été pen abordée par les candidats. Les

A
candidats avalent compris qu'ils devaient caleuler E(X?) mais peu ont su caleuler f ﬂ1:i_|:
R

6. Le calcul de la probahilité conditionnelle est bien traité, mais le calcul de la Lmite finale a souleve de
gros problémes pour de nombreux candidats.
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